Неделя 8

Основы и задачи гармонического анализа. Ортогональные и ортонормированные системы. Полные системы

Практическое занятие №8

Тема: Основы и задачи гармонического анализа. Ортогональные, ортонормированные и полные системы.
Примеры с полным решением
Пример 1. Проверить ортогональность a=(1,1), b=(1,−1).
(a,b)=1−1=0.
Пример 2. Нормировать a=(3,4).
||a||=5. Ответ: (3/5,4/5).
Пример 3. Разложить x=(2,5) по стандартному базису.
c₁=2, c₂=5. x=2e₁+5e₂.
Пример 4. Проверить ортогональность 1 и x на [−1,1].
∫₋₁¹x dx=0.
Пример 5. Проверить равенство Парсеваля для x=(3,4) в стандартном базисе.
||x||²=25; |c₁|²+|c₂|²=9+16=25.

Задачи для решения на практическом занятии
1. Проверить ортогональность (1,2) и (2,−1).
2. Проверить ортогональность (1,1,0) и (1,−1,0).
3. Найти норму вектора (3,−4).
4. Нормировать (2,2).
5. Нормировать (1,2,2).
6. Разложить (4,−3) по стандартному базису R².
7. Разложить (1,2,3) по стандартному базису R³.
8. Для x=(2,−1) проверить равенство Парсеваля.
9. Проверить ортогональность 1 и x³ на [−1,1].
10. Проверить ортогональность x и x² на [−1,1].
11. Проверить ортогональность sin x и cos2x на [−π,π].
12. Проверить ортогональность sin2x и sin3x на [−π,π].
13. Нормировать функцию 1 на [−1,1].
14. Нормировать x на [−1,1].
15. Нормировать sin x на [−π,π].
16. Найти коэффициент функции f=x по φ=√(3/2)x на [−1,1].
17. Найти коэффициент f=1+x по φ=1/√2 на [−1,1].
18. Найти два коэффициента f=1+x по системе {1/√2,√(3/2)x}.
19. Проверить неравенство Бесселя для f=1+x и одного базисного элемента.
20. Объяснить, почему стандартный базис R³ является полным.

Задания для самостоятельного решения
1. Проверить ортогональность (2,1) и (1,−2).
2. Нормировать (1,−1).
3. Нормировать (2,−1,2).
4. Разложить (−2,3) по стандартному базису.
5. Проверить Парсеваля для (5,12).
6. Проверить ортогональность 1 и x⁵ на [−2,2].
7. Проверить ортогональность cos x и sin3x на [−π,π].
8. Нормировать cos x на [−π,π].
9. Найти коэффициент f=x² по нормированной постоянной функции на [−1,1].
10. Найти коэффициенты f=2−x по {1/√2,√(3/2)x}.
11. Проверить Бесселя для предыдущего задания.
12. Кратко объяснить смысл полноты системы для приближения функции.

Индивидуальное задание

	Вариант
	Проверить ортогональность
	Нормировать
	Коэффициенты по {1/√2, √(3/2)x}

	1
	(1,2),(2,−1)
	(3,4)
	f=1+x

	2
	(2,3),(3,−2)
	(1,1)
	f=1−x

	3
	(1,−1),(1,1)
	(2,−2)
	f=2+x

	4
	(3,1),(1,−3)
	(1,2,2)
	f=x

	5
	(2,−1),(1,2)
	(2,2,1)
	f=2−x

	6
	(1,3),(3,−1)
	(4,3)
	f=1+2x

	7
	(2,2),(1,−1)
	(1,−2,2)
	f=3+x

	8
	(4,1),(1,−4)
	(2,1,2)
	f=2x

	9
	(3,−2),(2,3)
	(5,12)
	f=1−2x

	10
	(1,4),(4,−1)
	(2,3,6)
	f=2+3x
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